
　第５４卷　第 ２期
２０１５年　３月

中山大学学报 （自然科学版）

ＡＣＴＡ　ＳＣＩＥＮＴＩＡＲＵＭ　ＮＡＴＵＲＡＬＩＵＭ　ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＡＴＩＳ　ＳＵＮＹＡＴＳＥＮＩ
Ｖｏｌ５４　Ｎｏ２
Ｍａｒ　２０１５

　

ＤＯＩ：１０１３４７１／ｊｃｎｋｉａｃｔａｓｎｕｓ２０１５０２００８

双空间指示函数方法在三维分层介质中
声波的反散射问题的推广

刘立汉
（重庆师范大学数学学院，重庆４０１３３１）

摘　要：给出了双空间指示函数方法在三维分层介质中声波的反散射问题的推广。这个方法基于以下观察：当
Ｇｒｅｅｎ函数的点源在障碍物内部时，远域数据的赋权积分可以很好地近似估计 Ｇｒｅｅｎ函数，但是当 Ｇｒｅｅｎ函数的
点源在障碍物外部时，远域数据的赋权积分则不能很好地近似估计Ｇｒｅｅｎ函数。建立一个积分方程：它的右边是
声源在所重构区域的Ｇｒｅｅｎ函数，则这个积分方程的解的范数在未知障碍物的内部有最值，而这些取得最值的点
所围成的区域恰好就是所重构的障碍物区域。这个方法最显著的优势在于它不依赖于未知障碍物的边界条件。
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　　对于齐次介质中的反散射问题，Ｃｏｌｔｏｎ和 Ｋｉｒ
ｓｃｈ［１］给出了一个ＬＳＭ方法：他们需求解出满足如
下性质的解

∫Ｓ２ｕ∞（·；ｄ１，ｄ２，ｄ３）ｇ（ｄ１，ｄ２，ｄ３）ｄｄ１ｄｄ２ｄｄ３－
Φ∞（·；ξ１，ξ２，ζ）Ｌ２（Ｓ２） ＜ε （１）

其中ε是一个小的正常数，ｕ∞ 是散射场的远域型，
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Ｓ２ ＝ ｛（ｘ１，ｘ２，ｚ）ｘ２１＋ｘ
２
２＋ｚ

２ ＝１｝是单位球，

Φ∞（^ｘ１，^ｘ２，^ｚ；ξ１，ξ２，ζ）＝
１
４π
ｅ－ｉｋ（^ｘ１·ξ１＋^ｘ２·ξ２＋^ｚ·ζ）。他们

的方法是基于这个观察：在未知边界附近时，正则

解的范数‖ｇ‖Ｌ２（Ｓ２）是无界的。最近，ＬＳＭ方法得
到了大量的研究，并且根据 ＬＳＭ方法的想法，也
提出了一些定性方法，如因式分解方法［２］，和其

它一些方法［３］。Ｎｏｒｒｉｓ［４］利用远域算子的特征值展
开方法考虑了同样的问题，他的方法是基于这个观

察：这个级数形式的解的范数在未知障碍物的外部

是发散的，而在未知障碍物的内部则是收敛的。

本文考虑在分层介质中的三维Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程
Δｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＋ｋ

２ｎ２（ｚ）ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝ｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ），
（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈Ｒ

３ （２）
其中

ｎ（ｚ）＝
ｎ＋，　ｚ＞ｈ２
ｎｏ（ｚ），　 －ｈ１ ＜ｚ＜ｈ２
ｎ－，　ｚ＜－ｈ

{
１

（３）

Δ＝
２

ｘ２１
＋

２

ｘ２２
＋

２

ｚ２
是拉普拉斯算子，ｋ＞０是波数，

函数ｎｏ（ｚ）∈Ｌ∞（Ｒ），函数ｎ（ｚ）是折射率，函数
ｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ）是点源项，且 ｎ＋，ｎ－，ｈ１，ｈ２都是正常数
和函数 ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）是时间调和的声音速率势能。
我们的工作主要是由在分层介质中的声波的研究所

引起的［５－１０］。在分层介质中，声波受声管的影响而

导致水平传播［１１－１４］。

根据文献 ［１５－１７］，我们将利用如下记号。
在不同的坐标系下，三维空间 Ｒ３中的一个点分别
记为

Ｐ＝（ｘ１，ｘ２，ｚ）～（ｒ，θ，ｚ）～（Ｒ，θ，φ），
Ｐ′＝（ξ１，ξ２，ζ）～（ｒ′，θ′，ζ）～（ρ，θ′，φ′）

它们有如下关系：

Ｒ２ ＝ｒ２＋ｚ２ ＝ｘ２１＋ｘ
２
２＋ｚ

２ ＝｜Ｐ｜２，
ｒ＝Ｒｓｉｎφ，ｚ＝Ｒｃｏｓφ，ｘ１ ＝ｒｃｏｓθ，ｘ２ ＝ｒｓｉｎθ，
ρ２ ＝ｒ′２＋ζ２ ＝ξ２１＋ξ

２
２＋ζ

２ ＝｜Ｐ′｜２，
ｒ′＝ρｓｉｎφ′，ζ＝ρｃｏｓφ′，ξ１ ＝ｒ′ｃｏｓθ′，ξ２ ＝ｒ′ｓｉｎθ′
现在引入常微分方程

ｑ″（ｚ）＋ｋ２［ｎ２（ｚ）－ａ２］ｑ（ｚ）＝０，－∞ ＜ｚ＜∞
（４）

的特征值和特征函数。在条件 （３）下，可得出［１３，１８］：

１）这个方程仅有有限个特征值，并且它们都
是单重的；设函数 φｊ（ｚ）（ｊ＝１，２，…，Ｎ）为方程
（４）的规范化的特征函数和 ａｊ（ｊ＝１，２，…，Ｎ）为
其对应的特征值。

２） ａｊ ＞ ｎ ＝ ｍａｘ｛ｎ＋，ｎ－｝，并且函数

φｊ（ｚ）（ｊ＝１，２，…，Ｎ）有如下渐近性质

φｊ（ｚ）→ｅ
－ｋ ａ２ｊ－ｎ２槡 ± ｚ（ｊ＝１，２，…，Ｎ），当ｚ→±∞

（５）
设函数 ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）是扰动的三维 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程
（２）的解，我们定义导波 ｕｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ）和自由波
ｕｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ）如下

Ｕｊ（ｘ１，ｘ２）＝∫
∞

－∞
φｊ（ζ）ｕ（ｘ１，ｘ２，ζ）ｄζ（ｊ＝１，２，…，Ｎ），

ｕｊ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝φｊ（ｚ）Ｕｊ（ｘ１，ｘ２）（ｊ＝１，２，…，Ｎ）

（６）

ｕｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１
φｊ（ｚ）Ｕｊ（ｘ１，ｘ２）＝∑

Ｎ

ｊ＝１
ｕｊ（ｘ１，ｘ２，ｚ）

（７）
ｕｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）－ｕｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ）（８）

如果

ｕｆ
Ｒ
－ｉｋｎ（ｚ）ｕｆ＝Ｏ

１
Ｒ( )２ ，ｕｆ＝Ｏ １( )Ｒ （９）

当Ｒ→∞，（θ，φ）∈［０，２π］×［０，π］一致成立，
和

ｕｊ
ｒ
－ｉｋａｊｕｊ＝Ｏ

１
ｒ( )３２ ，ｊ＝１，２，…，Ｎ （１０）

当ｒ→∞，θ∈［０，２π］一致成立
那么三维 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程 （２）的解满足推广

的ＳｏｍｍｅｒｆｅｌｄＲｅｌｌｉｃｈ辐射条件 （输出辐射条件）。

本文给出了双空间指示函数方法在三维分层介

质中声波的反散射问题的推广。这个方法基于以下

观察：当Ｇｒｅｅｎ函数的点源在障碍物内部时，远域
数据的赋权积分可以很好地近似估计 Ｇｒｅｅｎ函数，
但是当Ｇｒｅｅｎ函数的点源在障碍物外部时，远域数
据的赋权积分则不能很好地近似估计 Ｇｒｅｅｎ函数。
我们建立一个积分方程：它的右边是声源在所重构

区域的Ｇｒｅｅｎ函数，则这个积分方程的解的范数在
未知障碍物的内部有最值，而这些取得最值的点所

围成的区域恰好就是所重构的障碍物区域。这个方

法最显著的优势在于它不依赖于未知障碍物的边界

条件。

１　Ｇｒｅｅｎ函数
在分层介质中的满足输出辐射条件 （９）和

（１０）的三维齐次Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程的Ｇｒｅｅｎ函数和它
的渐近性质，更多详细的推导见文 ［５－７，１６－
１７］。

一个函数Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）被称为在分层介
质中的三维齐次 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程的 Ｇｒｅｅｎ函数是对

４４
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于在三维空间Ｒ３上的时间调和的声波，其点源在
Ｐ′＝（ξ１，ξ２，ζ），如果在广义函数的意义下，函数
Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）满足

ΔＧ＋ｋ２ｎ２（ｚ）Ｇ＝ －１
４πＰ－Ｐ′

δ（Ｐ－Ｐ′）

（１１）
并且满足输出辐射条件 （９）和 （１０），其中 Ｐ＝
（ｘ１，ｘ２，ｚ）。通过作 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，可以得到 Ｇ（ｘ１，
ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）的一个Ｈａｎｋｅｌ变换表示

Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）＝
１
２π∫

∞

０

ｑ１（ｚ＜，ｋａ）ｑ２（ｚ＞，ｋａ）
Ｗ（ｋａ） ·

Ｊ０（ｋａ （ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２）·ｋａｄ（ｋａ）

（１２）
其中 ｚ＜＝ｍｉｎ｛ｚ，ζ｝，ｚ＞＝ｍａｘ｛ｚ，ζ｝，Ｊ０是０阶的
第一型 Ｂｅｓｓｅｌ函数，ｑ１（ｚ＜，ｋａ），ｑ２（ｚ＞，ｋａ）是常微
分方程 （４）的Ｊｏｓｔ函数，即

ｑ１（ｚ，ｋａ）＝ｅ
－ｉｋ ｎ２－－ａ槡

２　
ｚ
＋Ｏ １( )ｚ ，当ｚ→－∞

（１３）
和

ｑ２（ｚ，ｋａ）＝ｅ
ｉｋ ｎ２＋－ａ槡

２　
ｚ
＋Ｏ １( )ｚ ，当ｚ→＋∞

（１４）
Ｗ（ｋａ）是函数 ｑ１（ｚ，ｋａ）和 ｑ２（ｚ，ｋａ）的 Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ
行列式。

积分 （１２）是一个反常积分 （广义积分），因

为对于ａ＞ｎ ＝ｍａｘ｛ｎ＋，ｎ－｝，Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ行列式
Ｗ（ｋａ）可能有有限个单重零点［１８］。注意到

Ｈ（２）０ （ｋａ （ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２）＝

－Ｈ（１）０ （ｅ
ｉπｋａ （ｘ１－ξ１）

２＋（ｘ２－ξ２）槡
２）

其中Ｈ（ｌ）０ （ｌ＝１，２）是０阶的第 ｌ型 Ｈａｎｋｅｌ函数，
并且

Ｊ０（ｋａ （ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２）＝
１
２
　
　
Ｈ（１）０ （ｋａ（ｘ１－ξ１）

２＋（ｘ２－ξ２）槡
２）[ ＋

Ｈ（２）０ （ｋａ（ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２）]　　
（见文 ［１９－２１］）。我们可以表示函数 Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；
ξ１，ξ２，ζ）为

Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）＝
１
４π∫

∞

０

ｑ１（ｚ＜，ｋａ）ｑ２（ｚ＞，ｋａ）
Ｗ（ｋａ） ·

　
　
Ｈ（１）０ （ｋａ （ｘ１－ξ１）

２＋（ｘ２－ξ２）槡
２）[ ＋

Ｈ（２）０ （ｋａ（ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２）]　　·ｋａｄ（ｋａ）＝
１
４π∫

∞

０

ｑ１（ｚ＜，ｋａ）ｑ２（ｚ＞，ｋａ）
Ｗ（ｋａ） ·

　
　
Ｈ（１）０ （ｋａ （ｘ１－ξ１）

２＋（ｘ２－ξ２）槡
２）[ －

Ｈ（１）０ （ｅ
ｉπｋａ （ｘ１－ξ１）

２＋（ｘ２－ξ２）槡
２）]　　ｋａｄ（ｋａ）＝

１
４π∫

∞

０

ｑ１（ｚ＜，ｋａ）ｑ２（ｚ＞，ｋａ）
Ｗ（ｋａ） ·

Ｈ（１）０ （ｋａ （ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２）·ｋａｄ（ｋａ）＋

１
４π∫

０

－∞

ｑ１（ｚ＜，ｋａ）ｑ２（ｚ＞，ｋａ）
Ｗ（ｋａ） ·

Ｈ（１）０ （ｋａ （ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２）·ｋａｄ（ｋａ）＝

１
４π∫

∞

－∞

ｑ１（ｚ＜，ｋａ）ｑ２（ｚ＞，ｋａ）
Ｗ（ｋａ） ·

Ｈ（１）０ （ｋａ （ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２）·ｋａｄ（ｋａ）＝

１
４π∫Ｂ′ＡＢ

ｑ１（ｚ＜，ｋａ）ｑ２（ｚ＞，ｋａ）
Ｗ（ｋａ） ·

Ｈ（１）０ （ｋａ （ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２）·ｋａｄ（ｋａ）＋

１
４π∫Ｃ

ｑ１（ｚ＜，ｋａ）ｑ２（ｚ＞，ｋａ）
Ｗ（ｋａ） ·

Ｈ（１）０ （ｋａ （ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２）·ｋａｄ（ｋａ）＝

１
４π∫Ｂ′ＡＢ

ｑ１（ｚ＜，ｋａ）ｑ２（ｚ＞，ｋａ）
Ｗ（ｋａ） ·

Ｈ（１）０ （ｋａ （ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２）·ｋａｄ（ｋａ）＋

∑
Ｎ

ｊ＝１

ｉｋａｊ
２Ｗ′（ｋａｊ）

φｊ（ｚ）φｊ（ζ）·

Ｈ（１）０ （ｋａｊ （ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２）＝
Ｇｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）＋Ｇｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）＝

Ｇｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）＋∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｇｊ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）

（１５）
其中 Ｂ′Ａ，ＡＢ对于使函数 ｑ１（ｚ，ｋａ），ｑ２（ｚ，ｋａ），
Ｗ（ｋａ）为ａ的双值函数的那段，并且

Ｇｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）＝
１
４π∫Ｂ′ＡＢ

ｑ１（ｚ＜，ｋａ）ｑ２（ｚ＞，ｋａ）
Ｗ（ｋａ） ·

Ｈ（１）０ （ｋａ （ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２）·ｋａｄ（ｋａ）

（１６）

Ｇｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１

ｉｋａｊ
２Ｗ′（ｋａｊ）

φｊ（ｚ）φｊ（ζ）·

Ｈ（１）０ （ｋａｊ （ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２） （１７）

Ｇｊ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）＝
ｉｋａｊ

２Ｗ′（ｋａｊ）
φｊ（ｚ）φｊ（ζ）·

５４
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Ｈ（１）０（ｋａｊ （ｘ１－ξ１）
２＋（ｘ２－ξ２）槡

２），（ｊ＝１，２，…，Ｎ）

（１８）
在这里，函数Ｇｆ，Ｇｇ分别表示自由波和导波，每一
个函数Ｇｊ（ｊ＝１，２，…，Ｎ）对应一个单导波模式。

现在，我们给出在后面的讨论中非常有用的一

个引理。

引理 １　设函数 Ｇｆ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ），Ｇｊ（ｘ１，
ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）（ｊ＝１，２，…，Ｎ）分别是 （１６）式和
（１８）式提到的Ｇｒｅｅｎ函数。则对于固定的ξ１，ξ２和
ζ，有

Ｇｆ
Ｒ
－ｉｋｎ（ｚ）Ｇｆ＝Ｏ

１
Ｒ( )２ ，Ｇｆ＝Ｏ １( )Ｒ （１９）

当Ｒ→∞，（θ，φ）∈［０，２π］×［０，π］一致成立
和

Ｇｊ
ｒ
－ｉｋａｊＧｊ＝Ｏ

１
ｒ( )３２ ，ｊ＝１，２，…，Ｎ （２０）

当ｒ→∞，θ∈［０，２π］一致成立
证明　这个定理的证明类似于文 ［１５］的证

明，因此在这省略。

２　双空间指示函数方法在三维分层
介质中声波的反散射问题的推广

　　如果在三维分层介质中声波的反散射，有一个
有界的散射体Ｄ。假设这个入射声波来自一条直线
点源，这条直线平行于分层轴，我们对这个声波满

足何种边界条件不作要求，它可以满足Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边
界条件、Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件或阻抗边界条件中的任
何一个。在这些假设条件下，那么全部的声波

ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）满足三维Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程
Δｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＋ｋ

２ｎ２（ｚ）ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝
δ（ｘ１－ξ１，ｘ２－ξ２，ｚ－ζ），
对于（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈Ｒ

３＼珚Ｄ （２１）
其中ｎ（ｚ）由 （３）式所给定，并且还满足输出辐
射条件 （９）和 （１０）。考虑全部的波 ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）
是由入射波 ｕｉ（ｘ１，ｘ２，ｚ）和散射波 ｕ

ｓ（ｘ１，ｘ２，ｚ）组
成，即 ｕ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝ｕ

ｓ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＋ｕ
ｉ（ｘ１，ｘ２，ｚ），

其中

ｕｉ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ） （２２）
其中 Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）由 （１２）式所给出。由
（２１）式有

Δｕｓ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＋ｋ
２ｎ２（ｚ）ｕｓ（ｘ１，ｘ２，ｚ）＝０，

对于（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈Ｒ
３＼珚Ｄ （２３）

并且同样也满足输出辐射条件 （９）和 （１０）。对
于每一个给定的点 （ξ１，ξ２，ζ），ｕ

ｉ（ｘ１，ｘ２，ｚ） ＝

Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）是已知的，其中Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，
ξ２，ζ）由 （１２）式所给出，并且对任意的边界条
件，ｕｓ（ｘ１，ｘ２，ｚ）是可以唯一决定的。

设

Γ＝｛（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈Ｒ
３ ｚ＝ｚ０ ＝常数｝（２４）

和

Γｓ＝｛（ξ１，ξ２，ζ）∈Ｒ
３ ζ＝ζ０ ＝常数｝（２５）

那么，我们这里考虑的重构问题为：对于任意

（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈Γ和（ξ１，ξ２，ζ）∈Γｓ，给定ｕ（ｘ１，ｘ２，
ｚ；ξ１，ξ２，ζ），在不知道ｕ满足何种边界条件下，我
们重构未知障碍物 Ｄ。不失一般性，可以假设 ζ０
＞ｍａｘ｛ζ（ξ１，ξ２，ζ）∈珚Ｄ｝。
设Ω是包含珚Ｄ的一个区域，则对于任意一个

（ξ１，ξ２，ζ）∈Ω，（ｘ１，ｘ２，ｚ）∈Γ，考虑如下积分方
程

∫Γｓｕｓ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ｘｓ１，ｘｓ２，ｚｓ）ｇ（ｘｓ１，ｘｓ２，ｚｓ；ξ１，ξ２，ζ）·
ｄｘｓ１ｄｘ

ｓ
２ｄｚ

ｓ＝Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ） （２６）
其中Ｇ（ｘ１，ｘ２，ｚ；ξ１，ξ２，ζ）由 （１２）式所给出。

定理１　 （ｉ）如果 （ξ１，ξ２，ζ）∈ Ω＼珚Ｄ，方程
（２６）无解。

（ｉｉ）如果对于给定的 （ξ１，ξ２，ζ），方程 （２６）
有一个解ｇ（ｘｓ１，ｘ

ｓ
２，ｚ

ｓ；ξ１，ξ２，ζ），其中（ｘ
ｓ
１，ｘ

ｓ
２，ｚ

ｓ）∈
Γｓ，并且对于 Ｄ，它没有内特征值，那么这个解
是唯一的。

（ｉｉｉ）如果对于任意 （ξ１，ξ２，ζ）∈ Ｄ，方程
（２６）有一个解ｇ（ｘｓ１，ｘ

ｓ
２，ｚ

ｓ；ξ１，ξ２，ζ），则
ｌｉｍ

（ξ１，ξ２，ζ）→Ω
‖ｇ（·；ξ１，ξ２，ζ）‖Ｌ２（Ｒ） ＝∞ （２７）

证明 这个定理的证明类似于文 ［１］的证明，因此
在这省略。

从上述定理可以知道：如果对于 （ξ１，ξ２，ζ）∈
Ω，我们可以解方程 （２６），那么如果 （ξ１，ξ２，ζ）
Ｄ，范数 ｇ（·；ξ１，ξ２，ζ）不是一个有限的数，而
如果（ξ１，ξ２，ζ）∈Ｄ，范数ｇ（·；ξ１，ξ２，ζ）是一个有
限的数，并且方程 （２６）有一个解。因此，这些
取得最值的点所围成的区域恰好就是所重构的障碍

物区域。
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